MATEMATIKA 1

LEKCIJA 2

2 — L2 MATRICE I DETERMINANTE

Matrice

Definicija matrice: matrica (formata mxn) sa clanovima a,j, ¢ = 1, ...,m,
7 =1,...,n, je sledeca pravougaona shema:

a1 Q2 - Qin
Q21 Q22 -+ Q2n
Am1 Am2 - Gmn
Oznaka: [a;] Definicija jednakosti dve matrice: [a;;])" = [by] <=

n*

CLij = bija VZ,']
Sabiranje matrica

Zbir dve matrice A = [a;]"" 1 B = [b;]" je matrica A+ B = [a;; + b;]".
Svojstva sabiranja matrica:

1° (A+ B)+ C = A+ (B + C) (asocijativnost);

20 A+0=0+ A= A (egzistencija neutralnog elementa);

3 A+ (—A) = —A+ A =0 (egzistencija suprotnog elementa);

4" B+ A = A+ B (komutativnost).
Dokaz — samostalno.



Mnozenje matrice brojem

Proizvod matrice A = [a;]"" i broja h, hA, je matrica [ha;;|"". Svojstva
mnozenja matrice brojem:
1°1- A= A4
20 (h + k)A = hA + kA (distributivnost u odnosu na sabiranje brojeva);
3° h(A+ B) = hA+ hB (distributivnost u odnosu na sabiranje matrica);
40 k(hA) = (kh)A.
Dokaz — samostalno.

MnozZenje matrica

m

Proizvod dve matrice A = [a;;])" i B = [bji| >, AB, je matrica [Z a;j jk]

P
Svojstva mnoZenja matrica:

1° (AB)C = A(BC) (asocijativnost);

20 AE, = E,,A = A;

30 (Al + AQ)B = AlB + AQB, A(Bl -+ Bg) = ABl + ABQ (distributivnost
u odnosu na sabiranje matrica);

4% (hA)B = A(hB) = h(AB).
Dokaz — samostalno.

Stepenovanje matrice prirodnim brojem

Stepen A™: (i) A' = A; (i) A" = A"A, n € N. Svojstva:
10 AmAn — Aern,
Dokaz — samostalno.

Determinante
Broj inverzija permutacije p skupa X, := {1,2,...,n} — broj parova

clanova (p(i),p(j)) takvih da je i < j, a p() > p(j). Oznaka — J(p).
Determinanta kvadratne matrice A = [a;;]! je

J
det A = Zpepn (®) A1p(1) * A2p(2) * - - - * Qnp(n)



gde je P, skup svih permutacija skupa A,,. Oznaka:

aix Qa2 - Aip

Q21 Q22 -+ Q2
det A = "

(07951 an2 e Ann

Izracunavangje determinanti treceg reda — Sarusovo pravilo:

+ + +

ay 5D a3 aj; Q12

Q21 Q22 Q23 a21 (22 = a@j1a92033 + Q12023031 + Q13021032 —
asy as3s ass a31 a3z

—a31022013 — A320A23011 — A33021412 ;

pravilo trouglova:

[ ] [ J [ J

[ ] [ J [ J

[ ] [ J [ J
Minori i algebarski kofaktori ¢lanova kvadratne matrice A = [a;;]l —
minor D;; ¢lana a;; je determinanta podmatrice dobijene izostavljanjem i -
te vrste i j - te kolone; algebarski kofaktor Elana a;; je A;; := (—=1)""7D;;.

Svojstva determinanti:

10 det AT =det A ;

20 zamena mesta dveju vrsta (kolona) menja znak determinante;

30 det A = 7" a;; Ay (= Y1) aijAij) (razvijanje po clanovima i - te
vrste (j - te kolone));

49 ako su dve vrste (kolone) jednake, tada je det A = 0;

5° mnozenjem neke vrste (kolone) nekim brojem determinanta se pomnozi
tim brojem;

6° ako je neka vrsta (kolona) jednaka 0, onda je det A = 0;

7° ako su neke dve vrste (kolone) proporcionalne, onda je det A = 0;

8° ako je neka vrsta (kolona) zbir vrsta (kolona) M; i My, tada je det A
jednaka zbiru det By i det By, gde je B; matrica koja se od A razlikuje samo
po tome §to na mestu te vrste (kolone) stoji M;, i = 1,2;

9% dodavanjem nekoj vrsti (koloni) neke druge vrste (kolone) pomnozene
nekim brojem determinanta se ne promeni.
Dokaz — na vezbama (AG).



Invertovanje kvadratne matrice

Inverzna matrica kvadratne matrice A — matrica B za koju je AB =
BA = E (FE = E,). Jedinstvenost: C = CE = C(AB) = (CA)B =
EB = B. Oznaka: A~'. Egzistencija i nalaenje inverzne matrice: A~ <
det A # 0. Dokaz — FA™! = det(AA™!) = det E = det A-det At =1 =
det A#0; detA#0= A" =7 adj A, gde je adj A = [A;;] (adjungovana
matrica) (provera — na vezbama (AG)). Svojstva invertovanja matrice:

19 (A )7t = 4

20 (AB)"' =B 1AL

Rang matrice

Rang matrice A — najvisi red njenih minora razlicitih od 0, tj. njenih
regularnih kvadratnih podmatrica. Ako je r(A) = r(B) i A, B imaju isti
format, onda kazemo da je matrica A ekvivalentna B, A ~ B. FElementarne
transformacije matrice po vrstama (kolonama):

(a) permutovanje neke dve vrste (kolone);

(b) mnozenje neke vrste (kolone) nekim brojem razli¢itim od 0;

(c¢) dodavanje nekoj vrsti (koloni) neke druge vrste (kolone) pomnozene
nekim brojem.

Teorema: Primena neke elementarne transformacije na matricu ne menja
rang te matrice. Dokaz — na vezbama (AG).

Nalazenje ranga matrice primenom elementarnih transformacija: Svaka
matrica moze da se svede na neku dijagonalnu, uzastopnom primenom ele-
mentarnih transformacija, konaéno mnogo puta, a zatim se njen rang moze
lako naci kao broj dijagonalnih elemenata razlicitih od 0. Ali ne mora se i¢i
do dijagonalne matrice. I rang tzv. gornje trougaone, kao i gornje kvazi-
trougaone matrice lako se nalazi neposredno po definiciji. Gornja trougaona
matrica — ona ¢iji su svi ¢lanovi ispod glavne dijagonale jednaki 0. Ako
su svi dijagonalni ¢lanovi takve matrice razliciti od 0, njen rang je jednak
broju dijagonalnih ¢lanova. Gornja kvazi-trougaona matrica — ona kod koje
drugi indeksi ¢lanova vrsta koji su prvi razliciti od 0, idu¢i s leva na desno,
¢ine strogo rastuci niz. Spomenute ¢lanove zvac¢emo grani¢nim ¢lanovima.
Rang gornje kvazi-trougaone matrice je jednak broju grani¢nih ¢lanova, jer
je kvadratna podmatrica koja se dobija izostavljanjem svih vrsta i svih kolona
izuzev onih u kojima leze grani¢ni ¢lanovi — gornja trougaona matrica sa
dijagonalnim ¢lanovima razli¢itim od 0. Teorema: Svaka matrica moze se



svesti na neku gornju kvazi-trougaonu primenom samo elementarnih trans-
formacija po vrstama, kona¢no mnogo puta. Dokaz — na vezbama (AG).
Posle svodjenja matrice na gornju kvazi-trougaonu, moze se nastaviti sa pri-
menom elementarnih transformacija, sada i po vrstama i po kolonama, te
svesti matricu na neku dijagonalnu. Dokaz — na vezbama (AG).



